


ALONZO
CHURCH -
Cl;lsnnok DEL
CALCULO
LAMEBDA

LOGICO Yy MATEMATICO
ESTADOUNIDENSE.

e Desarrollé el Calculo Lambda (década
de 1930)

e Computacion tedrica

e Profesor de Alan Turing

e La Tesis de Church-Turing establece la

equivalencia entre el calculo lambday




FUNDAMENTOS



SISTEMA FORMAL

EL CALCULO LAMEDA ES UN SISTEMA FORMAL QUE SIRVE COMO BASE TEORICA DE LA
PROGRAMACION FUNCIONAL.

e Definicién de funcién
e Aplicacién de funcién

e Recursividad

da funcidon computable puede ser expresada y evaluada mediante este sistema.




# MAQUINA DE TURING

A DIFERENCIA DE LA MlinllNA DE TURING, EL Clil.(lll.ﬂ LAMEBDA SE BASA EN:

¢ Reglas de transformacion sobre expresiones simbélicas

¢ Sin necesidad de una implementacién real (cinta, estados, cabezal)

Ambos modelos son equivalentes en poder computacional (Tesis de Church-Turing).




PROGRAMA FUNCIONAL

UN PROGRAMA FUNCIONAL ES UNA EXPRESI‘H COMPUESTA POR:

¢ Un algoritmo (las transformaciones a aplicar)

e Las entradas (los datos sobre los que opera)

El resultado se obtiene evaluando (reduciendo) la expresion.




y y
REGLAS DE CONVERSION - REDUCCION

E[P] — E[P'], siemprey cuando P — P’

Una expresion se reduce reemplazando una subexpresién por su forma simplificada.



EJEMPLO - REDUCCION ARITMETICA
(7+4) x (845 x 3)
— 11 x (8 +5 x 3)
— 11 x (8 + 15)
— 11 x 23

— 253



EJEMPLO - REDUCCION FUNCIONAL

primero (ordenar (unir (["perro", "conejo"], ordenar (["raton", "gato"]))))
~ primero (ordenar (unir (["perro", "conejo"l, ["gato", "raton"])))

- primero (ordenar (["perro", "conejo", "gato", "raton"]l))

- primero (["conejo", "gato", "perro", "raton"])

- "conejo"



DEFINICION FORMAL



ELEMENTOS

y
UNA EXPRESION LAMBDA PUEDE SER UNA DE TRES COSAS:

e \Variable: un nombre (z, y, 2)
e Abstraccién: una funcién (Az.M)

e Aplicacién: aplicar una funcién a un argumento (M NN)




(expresion A) ::= (variable) | (A(variable).(expresion \)) | ((expresion A) (expresién \))

" N

SINTAXIS




EJEMPLOS - EXPRESIONES LAMBDA

X

(Ax.x)

((Ax.x) y)

((Ax.(x y)) ((Ay.(y y)) 2))
(C(Ax.(x y)) (Ay.Cy v))) z)



CONVENCIONES

Abreviacion de multiples parametros:
Az ANy Az M= e yz.M
Asociatividad izquierda de la aplicacion:
MNP=(MN)P
Alcance del A se extiende lo mas posible a la derecha:
Ax.M N = Xx.(M N)
Ejemplo completo:
((Az.(Ay.(y 2))) a) b
= (Az.(M\y.(yz))) abd
= (Az.A\y.yx)ab



VARIABLES LIBRES ¥ LIGADAS



DE FUNCIONES MATEMATICAS A
VARINBLES

EN UNA I-'lINCI(SN MA'I'EMI\'I‘ICA, LAS VARIABLES PUEDEN ESTAR LIGADAS A UN
PAR[\METRO O SER LIBRES (DEPENDER DEL CONTEXTO EXTERNO):

e f(z) = x? 4 2 > x estd ligada al parametro
o f(z, w) —z4+w?+2- z y w estan ligadas

9(z) = = + y - x esta ligada, pero y es libre

En el calculo lambda ocurre exactamente lo mismo con el operador A.




VARIABI.'ES LIBRES ¥ LIGADAS -
DEFINICION

LA VARIABLE X OCURRE LIGADA EN LA EXPRESI(;N N S1 y SOLO SI:

e N = A\z.M siendo x = z o cuando x ocurre ligada en M

e N = M P donde x ocurre ligada en M y/o en P
La variable x ocurre libre en la expresién N si y solo si:

e N = Az.M siendo x # zy donde x ocurre libre en M
e IN = M P donde x ocurre libreen Myen P



EJEMPLO - VARIABLES LIBRES ¥ LIGADAS

Expresion
Az.x Yy
AL.T Y
AY.x Y
AT Y.z Y

(Az.z zy) (A\z.x)

Libres

X,V

X,y

Ligadas



REGLAS DE CONVERSI6N



REGLA DE CONVERSION ALFA )

SUSTITUCION DE VARIABLES
Az. M =4 \y. M[y/z]

Permite renombrar la variable ligada de una abstraccién sin cambiar el significado de la expresion.



EJEMPLOS - CONVERSION o

AX. X Sa Ay.y

AX.y X -0 Az.y z

AX.z X X (Au x.x u) v X —aAy.zyy (Au x.x u) vy
AX y.X z Yy - ?




REGLA DE CONVERSION BETA ()

IIPLICIIC'O’N DE UUN VALOR EN UINA ENTRADA

B-redex = (Az.M) N

Consiste en realizar la reduccién de una B-redex: sustituir todas las ocurrencias libres de  en M por N.




EJEMPLO - IDENTIFICANDO ~-REDEX

(AX.x Xx) z ~ B-redex
(Ax.x x) (Ay.y y) « B-redex
(Ax.x) (Ay.y vy) z « B-redex
(Ax.(Au.u) (Av.x v)) ((At.t t) w) « B-redex

x (Ay.y vy) — NO ES UNA B-redex
x (Ay.y vy) — FORMA NORMAL



EJEMPLOS - REDUCCION

(Ax.x) z =B z

(Ax.(Au.u) (Av.x v)) ((At.t t) w)
=B (Au.u) (Av.((At.t t) w) v)
=B Av.((At.t t) w) v
=B Av.(w w) v

(Az wew z w) w x =B ?

(Ax.x x) (Ay.y y) =B ?




REGLA DE CONVERSION ETA (1)

EXTENSIONALIDAD

n-redex = Av.M v
Conversion = .M v =, M

Si una funcién solo aplica M a su argumento, es equivalente a M directamente.



EJEMPLOS - CONVERSION 1|

(Ax.f x)y =nfy

(Ax v.x v) ((At.t t) w)
=B Av.((At.t t) w) v
=B Av.(w w) v
=N ww

(Avow x y v) z =n ?

AX.x t x =n7?




y
ESTRATEGIAS DE REDUCCION



CALL-BY-NAME

CONSISTE EN IR REDUCIENDO SIEMPRE LA -REDEX Ml'ls EXTERNA DESDE LA

IZQUIERDA ¥ QUE NO ES'I'é UBICADA DENTRO DE UNA lBS'l'Rl\CCI‘II LAMBDA, HASTA
LLEGAR A UNA EXI’RESI(')H EN FORMA NORMAL DE CABECERA.

(Au.u (At.t) ((Ay.y) w)) ((Az.z) x)
=B (Az.z) x (At.t) ((Ay.y) ((Az.z) x))
=B x (At.t) ((Ay.y) ((Az.z) x))




CONSISTE EN IR REDUCIENDO SIEMPRE LA (-REDEX MAS EXTERNA DESDE LA
IZQUIERDA.

(Au.u (At.t) ((Ay.y) uw)) ((Az.z) x)

=B (Az.z) x (At.t) ((Ay.y) ((Az.z) x))
=B x (At.t) ((Ay.y) ((Az.z) x))

=B x (At.t) ((Az.z) x)

=B x (At.t) x

) Si tiene forma normal, siempre permite llegar a ella




CALL-BY-VALUE

CONSISTE EN IR REDUCIENDO SIEMPRE LA -REDEX Ml'\S INTERNA DESDE LA IZQUIERDA
Y QUE NO ES'I'E' UBICADA DENTRO DE UNA lBS'I'l!llCCI‘II LAMBDA.

(Au.u (At.t) ((Ay.y) uw)) ((Az.z) x)
=B (Au.u (At.t) ((Ay.y) u)) x

=B x (At.t) ((Ay.y) x)

=B x (At.t) x




ORDEN APLICATIVO

CONSISTE EN IR REDUCIENDO SIEMPRE LA (-REDEX MAS INTERNA DESDE LA
IZQUIERDA.

(Au.u (At.t) ((Ay.y) uw)) ((Az.z) x)
=B (Au.u (At.t) u) ((Az.z) x)
B (Au.u (At.t) u) x

B x (At.t) x

*) Permite llegar a su forma normal de cabecera




y
COMPARACION

Call-by-name

(Au.(At.t) ((Ay.y) w)) ((Av.v) r) ((Az.z z) (Ax.x X))
=B (At.t) ((Ay.y) w) ((Az.z z) (Ax.x x))
=B (Ay.y) w ((Az.z z) (Ax.x x))
=B w ((Az.z z) (Ax.x x))

Se llega a la forma normal de cabecera

Orden normal

. =B w ((Az.z z) (Ax.x X))
=B w ((Ax.x x) (Ax.x x)) ...

Se produce un ciclo infinito




COMPARACION (CONT.)

Call-by-value

(Au.(At.t) ((Ay.y) w)) ((Av.v) r) ((Az.z z) (Ax.x X))
=B (Au.(At.t) ((Ay.y) w)) r ((Az.z z) (Ax.x x))

=B (At.t) ((Ay.y) w) ((Az.z z) (Ax.x x))

=B (At.t) w ((Az.z z) (Ax.x X))

=B w ((Az.z z) (Ax.x x))

=B w ((Ax.x x) (Ax.x x)) ... - ciclo infinito

Orden aplicativo

(Au.(At.t) ((Ay.y) w)) ((Av.v) r) ((Az.z z) (AXx.x X))
=B (Au.(At.t) w) ((Av.v) r) ((Az.z z) (Ax.x x))

B (Au.w) ((Av.v) r) ((Az.z z) (Ax.x X))

=B (Au.w) r ((Az.z z) (Ax.x x))

=B w ((Az.z z) (Ax.x x))

=B w ((Ax.x x) (Ax.x x)) ... - ciclo infinito




RESUMEN - ESTRATEGIAS DE REDUCCION

Estrategia

Call-by-name

Orden normal

Call-by-value

Orden aplicativo

B-redex elegida

Mas externa, izquierda

Mas externa, izquierda

Mas interna, izquierda

Mas interna, izquierda

¢Entraen A?

No

Si

No

Si

Forma normal

De cabecera

Completa (garantizada si existe)

De cabecera

De cabecera



y
FUNCIONES LOGICAS



y
FUNCIONES LOGICAS

MEDIANTE ABSTRACCIONES ES POSIBLE DEFINIR REPRESENTACIONES DE LOS VALORES
VERDADERO ¥ FALSO, ¥ FUNCIONES Léalcns APLICABLES SOBRE ELLOS.

// Si p entonces q, si no r
If = Ap.Aq.Ar.p q T

// Analogia con un lenguaje
if (p) {

q;
} else {

r;

}




OTRAS REPRESENTACIONES

True = AX.Ay.X

False = Ax.Ay.y

Not Ap.p False True
And Ap.Ag.p q False
Oor = Ap.Aq.p True q




FUNCIONES NUMERICAS ¥ RELACIONES



“l'lMEROS DE CHURCH

TAMBIE'N MEDIANTE ABSTRACCIONES SE PUEDEN DEFINIR NUMERALES Y FUNCIONES
N“MéRICAS Y RELACIONALES APLICABLES SOBRE ELLOS.

Af.AX.

Af.AX
Af.AX
Af . AX
Af.AX
Af.AX

X

fox

g (f x)

g (f (F x))

g (F (F (Ff x)))

4 0F (F (F (F x))))




OPERACIONES

Succ = An.Af.Ax.f (n f x)
Pred = An.Af.Ax.n (Ag.Ah.h (g f)) (Au.x) (Au.u)

Add = Am.An. Af.Ax.m f (n f x)
Sub = Am.An.n Pred m

Mul = Am.An.Af.Ax.m (n f) x
Pow = Am.An.Af.Ax.n m f x

Fibo = An.n (Af.Aa.Ab.f b (Add a b))
(Ax.Ay.x) (Af.Ax.x) (Af.Ax.f x)

IsZero = An.n (Az.(AX.Ay.y)) (AX.Ay.x)




Averiguar si el nimero & es cero

IsZero = An.n (Az.(Ax.Ay.y)) (AX.Ay.x) 4 = AMf.Ax.f (f (F (f x)))
(An.n (Az.Ax.Ay.y) (AX.Ay.x)) (Af.Ax.f (f (f (f x))))
=B (AMf.Ax.f (f (f (f x)))) (Az.Ax.Ay.y) (AX.Ay.x)

=B (Ax.(Az.Ax.Ay.y) ((Az.Ax.Ay.y) ((Az.Ax.Ay.y)
((Az.Ax.Ay.y) x)))) (Ax.Ay.x)

=B (Az.Ax.Ay.y) ((Az.Ax.Ay.y) ((Az.Ax.Ay.y)
((Az.Ax.Ay.y) (AX.Ay.x))))

=B AX.Ay.y // False




Add = Am.An.Af.Ax.m f (n f x)

Af

A
.AX

AX
AX

AX
AX

2 = M.Ax.f (f x) 1 = Af.AX.f X

Axom f (n f x)) (AMf.Ax.f (f x)) (Af.Ax.f x)

AXCAMFOAXLGF (F X)) £ (n f x)) (Af.Ax.f x)
JAFLAXGE (F x)) f ((Af.Ax.f x) f x))

AL (F X)) ((AF.Ax.f x) f x))
J(f (F (A Ax.f x) £ x))))

LOf (F (AL f x) xD)))
L(F (F (F x))))

// En los numeros de Church es 3 v



COMBINADORES



CALCULO DE COMBINADORES SKI

LAS EXPRESIONES LAMBDA QUE NO CONTIENEN NINGUNA VARIABLE LIBRE SE
DENOMINAN COMBINADORES.

Combinador Definicién Nombre
Az Ay Az.x z (y z) Fusién (Verschmelzungsfunktion)
AL A\Y.T Constancia (Konstanzfunktion)

I AL.x Identidad (Identitédtsfunktion)

El calculo de combinadores SKI es lo suficientemente potente como para codificar cualquier funcién computable.



OTROS COMBINADORES

AX.Ay.Az.x (y z)

AX.AYy.AZ.X Z Yy

AX.Ay.Az.Av.x y (x v z)

AX.X X

AX.AY.y

AM.(Ax.f (x X)) (Ax.f (x x)) // Punto fijo
= (Ax.x x) (Ax.x x)




RECURSIVIDAD

SE REPRESENTA UTILIZANDO UN COMBINADOR DE PUNTO FI1JO, EN ESTE CASO
UTILIZAMOS ¥:

Fact = Y (Af.Ax.If (IsZero x) 1 (Mul x (f (Pred x))))

Expansion de Fact 3:

Fact 3

=Y (AMf.Ax.If (IsZero x) 1 (Mul x (f (Pred x)))) 3
If (IsZero 3) 1 (Mul 3 (Fact (Pred 3)))

Mul 3 (Fact 2)

Mul 3 (Mul 2 (Fact 1))

Mul 3 (Mul 2 (Mul 1 (Fact 0)))

Mul 3 (Mul 2 (Mul 1 1))

6




IPPARES ¥ LISTAS



UN PAR ORDENADO ES'l'l'l COMPUESTO DE DOS ELEMENTOS, DENOMINADOS PRIMERO ¥
SEGUNDO.

(a,b) = As.sab

// Funcion para construir pares ordenados
Pair = AX.Ay.As.s X vy




FIRST ¥ SECOND

First = Ap.p True

// Ejemplo - First (Pair p q)

(Ap.p (Ax.Ay.x)) ((Ax.Ay.As.s x y) p q)
=B (Ap.p (Ax.Ay.x)) ((Ay.As.s p y) q)
=B (Ap.p (Ax.Ay.x)) (As.s p q)
=B (As.s p q) (Ax.Ay.x)

B (Ax.Ay.x) p q

B (Ay.p) q

=B p

Second = Ap.p False

// Ejemplo - Second (Pair p q)

(Ap.p (Ax.Ay.y)) ((Ax.Ay.As.s x y) p q)
=B (Ap.p (Ax.Ay.y)) ((Ay.As.s p y) q)
=B (Ap.p (Ax.Ay.y)) (As.s p q)
=B (As.s p q) (Ax.Ay.y)

B (Ax.Ay.y) p q

B (Ay.y) g

=B 4




LISTAS

// Lista vacia

Nil = Pair True True
// 0 también

Nil = Az.z

// La lista (a b c)
(False . (a . (False . (b . (False . (c . (Az.2)))))))

// Verificar si una lista esta vacia
Null = First

// Construir un nodo de cabeza x y cola vy
Cons = Ax.Ay.Pair False (Pair x y)

// Obtener la cabeza y la cola de una lista
Head = Az.First (Second z)
Tail = Az.Second (Second z)




REFERENCIAS ¥ RECURSOS

Paper original

o Church, A. (1936). An Unsolvable Problem of Elementary Number Theory — PDF (anotado) - PDF directo

Intérpretes online

o Lambda Calculus Interpreter — reduccién 3 paso a paso con arbol de parseo

o Lambda Calculator — evaluacién eager/lazy configurable

e A-Calculus Playground — Church numerals y combinadores predefinidos


https://www.fermatslibrary.com/p/d3c45049
https://phil415.pbworks.com/f/Church.pdf
https://lambda-calculus-interpreter.vercel.app/
https://cburch.com/lambda/
https://sshwy.github.io/lamcalc/en/playground.html

¢ Definicion formal: variables, abstracciones y aplicaciones

e Conversiones: o (renombrar), B (aplicar), n (extensionalidad)

o Estrategias de reduccion: call-by-name, orden normal, call-by-
value, orden aplicativo

e Funciones logicas: True, False, If, Not, And, Or

e Numeros de Church: numerales y operaciones aritméticas

e Combinadores: SKIy punto fijo (Y)

e Estructuras de datos: pares ordenados y listas



iMucHAS GRACIAS!



